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Principal-Agent-Theory Witheut the Independence Axiom

Von Hans Rau-Bredow™, Minchen

1

1. Einftlung

Fast alle Modelle der formalen Principal-Agent-Theorie gehen von der Theorie des
Erwartungsnutzens aus. Diese Erwartungsnutzentheorie wird jedoch in einer bis anf
Allais {1953) rurisckgehenden und in den letzten Jahren verstirke gefiihrten Diskussion
kritisiert und durch alternative bzw. aflgemeinere Fntscheidungsregeln zu ersetzen
versucht!), Zahlreiche Untersuchungen wie z. B. von Kahneman/T versky (1979) haben
gezeigt, dafl das fiir diesen Ansaez grandlegende Substitutionsaxiom in der Realitie
hinfig nichr beachter wird. Die Erwartungsnutzentheorie ist daber niche fir die
Principal-Agent-Theorie geeigner, auch wenn man diesen Ansatz zamindest als
normative Vorgabe fir Risikoentscherdungen akzeptiert. Denn bei der Berechnung
einer optimalen Entloluungsfunktion kosime es ja nicht darauf an, wie sich der Agent
verhalten soll, sondern wie er sich tatsichlich verhalt,

o der Principal-Agent-Theorie wird daher ein Ansatz bendtige, der nicht i
Widerspruch zum tatsichlich beobachtbaren Risikaverhalten stehs. e woh! wichtig-
ste Arbeit zur Weiterentwicklung der Frwarrungsaurzentheorie stammt von Machina
{1982}, Bet diesem Ansatz wird das umsrrittene Substitutionsaxion: nich? mehr
vorausgesezt, sondern lediglich eine sebr viel weniger einschrinkende Differenzier-
barkeitsbedingung verwender. Mir Hilfe dieser Differenziecbarkeitsbedingung kann
dann die Existenz einer ,lokalen®, auch von der Wahrschemmbichkeitsverteilung
abhingigen Nuwzenfunktion bewiesen werden, durch deren Eigenschaften sich ganz
analog zum Fall ciner herkémmbichen von Nenmann/Morgenstern Nutzenfunktion die
individuelle Risikoemnstellung best it Die w@ Ergebrisse der
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els Differenzierbarkeir vorausgeserzr werden?). In diesem Beitrag soll deshalb das
grundlegende Principal-Agent-Modell von Holmstrém (1979} mic Hilfe der Theorie
der differenzierbaren Risikopriferenzen von Machina / 1887} verallzemeinert werden.
Obwohl danp der formale Aufwand groBer wird, ist es fiir die skonomische Theorie
bedeutsam, inwieweir die hisher erzielien Frgebnisse von den umstrittenen Vorausset-
zungen der Erwarrangsautzentheorie abhingig sind.

Der Beitrag ist wic folge aulgebanr: Zunzchst wird ein knapper Abrif der Theorie
vor Machina (1982] gegeben (Abschaitt 2). Anschliefend wird als erstes Ergebnis
gezeigt, dafl eine pareto-optimale Risikoallokation anch im allgemeinen Fall dadurch
gekennzeichnee ist, dafl die nun anhand der lokalen Nutzenfunkriotien zu berechnen-
den Grenzraten der Substitution iibereinstimmen {Abschaitt 3). Im second-best Fall ist
dagegen eine Abweichung von der pareto-optimalen Risikoallokation erforderlich, vm
enen ristkoaversen Agenten zu emnem héheren Arbeitseinsatz zu motivieren. Fine
entsprechend modifizierie Losung des Risikoallokationsproblems wird berechner,
wobei sich zeigt, daff der Vergleich von second-best und first-best Lésung num
schwieriger ist als bei dem von Holmstrom {(1979) untersuchten Spezialfall der
Erwartungsnutzentheorie {Abschnitt 4).

2. Die Theorie der differenzierbaren Risikopriferenzen

Gegeben sei ein auf der Menge der méglichen Verteilungsfunktionen F(x) einer
zufilligen Grife X definiertes Praferenzfunktional U(F). Mit einer Nutzenfunktion
ulxy ist das Priferenzfonktional iiblicherweise als der Erwartungswert des Nutzens
] _defijlie:rt:_

U(F) = B ulx) = | u(x) dF(x) 1
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! und seine axiomatischen Vorausseizungen werden jedoch
krinisiere®). Bachina (1982) setzt deshalb beziiglich des Priferenzfunktionals lediglich
cine aflgemeine Differenzierbarkeitsbedingung (im Singe von Fréchet) voraus?). Die
durch das Substinutionsaxiom bedingte Linearitit des Priferenzfunktionals ist damir
niche Inger giiltig. Es ist aber dann eine lokale Naherung durch einen linearen Ansatz
mdglich: s kann die Existenz einer lokalen, auch von der Verteilungsfunkiion F(x)
abhingigen Nutzenfunktion u(x,F} bewiesen werden, 5o daf fir beliebige F*{x) und
E(x) die Differenz U(F*) — U(F} durch die Differenz der jeweiligen Erwartungsnutzen
approximiént werden kanm:

 Restterme hoherer Ordnung, 4. h. es gilt o{x) — 0 fisr x —
" B awlschen zwei Verteilungsfunkeionen wird durch jF* — Pl =

rincipal-figenc-Probleme fassen sich mathematisch exake mit Hilfe der Variat
Geen. Die Aussagen der Variationsrechnung lassen sich mir 1
., i ‘

ife der sogenanmien Fricher

spt der Fricher

(19821 8, L sowis die in
inver mathemnatischen Details

Principal - Agent — Theorie 79

[[F*xy — Fixd| dx definiers, Anhand der lolzien Nutzenfunktion kann der

verallgemeinerce P

P
r
{3}

gebilder werden, der die individuelle Risikocinsiellung mife’). Bin Individuum mic
einem grofieren Pract-Arrow Index verlangt auch eine gréfiere Risikopramie.

Um die empirischen Ergebnisse zum Risikoverhalten und insbesondere die charak-
teristischen Verletznngen des Substitutionsaxioms im Rahmen dieser allgemeinen
Theorie erkldren ziz kdnnen, werden von Machina (1982} $. 300 in einem weiteren
Schritt noch zwei Hypothesen formalierr, die den Pratt-Arrow-Tndex jeweils als
Funksion einer der beiden Variablen betrachten:

Hypothese i 1{x,F) ist eine nichtfallende Funktion vor x,

Hypothese H: Wenn F*(x) die Verteilung F(x) stochastisch dominiesrr, dann gilt
106,F*) > 1{x,F). '

Von besonderer Bedeutung ist dabei die Hypothese I, danach steige die Risikoaversion
beim Ubergang zu einer ,besseren® Verteilung. Wie gezeigt werden kann, gibt diese
Hypothese 1T eine plausible Ecklarung fiir die 2. B. von Allais (1953) oder Kahne-
man/Tversky {1979) angegebenen charakeeristischen Verletzungen des Substitutions-
axioms®). In diesem Beitrag wird die Hypothese [l auferdem bei der Untersuch ung der
second-best Lésung von Bedenrang sein,

3. Optimale Risikoallobation

Ein durch eine Zufallsvariable X mit Verteilung Fix} gegebenes unsicheres Finkom-
men soll aun pareto-optimal zwischen zwei Individ

anfgeteil: werden. [He beiden
Ergebnisanteile werden mit y{X) und 2(X) = ¥ — y{X} bezeichnet, die zugeordneten
Verteilungsfunktionen heiffen F,(x) und F,(x), U(F} bzw. ViF) sind die Priferenzfunk-
rionale der beeiligren Tndividuen, n(s,F) und vix,F) die entsprechenden lokalen
Mutzenfunkrionen. Das Probiem k s ein Maximierwigsproblem eines Prinzipals
formuliert werden, mit der Nehenhedingung, daf der Agent den Retervationsnuizen
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D;E:_ F_.rechez‘—lﬂblmmn g DL,{ ) dieser Lagrangefunktion L{y) ist ein fir Funktionen y*{ |
definiertes lineares Funktional, das die folgende MNaheruag erfiillt:

Ly + %) = Liy) = DL, i7"} + o ||y

; (6)

Im I‘ﬁ[_aximugn hz{t die Fréchet-Ableitung eine Nullstelle™), d.h. bei einer optimalen
Beteiligungstunktion y{ ) gilt DL (y*} = 0 fiir alle y*. Die Fréchet-Ableitung kann mir
Hilfe einer linearen Niherung, durch welche die Auswirkung einer marginalen
Verdnderung der Beteiligangsfunktion auf das Priferenzfunktional beschricben wird,
berechnet werden. Das folgende, im Anhang bewiesene Lemma formauliert eine solche
lineare Niherung:

Lemma 1:

Vi) — VB = [ vi(yx),F) v* (%) dF{x) + o(|)y* |i)

Hier wurde die Maximums-Norm || y* || = max [y(x)| verwendet, v;{ , ) bezeichnet
die partielle Ableitung nach dem ersten Argument. Angewendet auf die Gleichung {5)
ergibt dies unter Beriicksichtigung von z(x) = x — y(x) folgende Fréchet-Ableinmg:

DL{y") = [ [= wz{a).F) + b vi(y(x},F)] y*{x) dF(x) R

Aus DLW} = 0 fiir alle y* folgt direks:

2
]

Flﬂfmaherﬁ man dieses Ergebnis fiir zwei verschiedene Einkommen x und %, dann ergibt
sich:

vatr(x)LE)
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aten der Substivation zwischen den
testgelegten Anteilzn bei Prinzipal and Agent
v sich, wenn man die Gleichune 15}
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i) = -t (1)
tp + 1

Mir diesem Resultat kann die Aufreilung des Einkommens direkt anband der
individuellen Risikoeinsietlungen berechnet werdén. S werden einem risikeaversen
Agenten {14 > () Einkommensschwankuangen nur teilweise zugerechner (v'{x) < 1), Bei
cinem risikonentralen Prinzipal (rp = ) hezicht der Agent sogar fediglich ein
ergebnisunabhingiges Fixum {y'(x) = ).

4. Optimale Verteilungsvegeln bei Moral-Hazard

Es wird nun davon ausgegangen, daf die Vesteilungsiunkeion F(x,a) des Ergebnisses
auch vom Arbeitseinsatz a des Agenten abhéngig ist. Ein hherer Arbeitseinsatz fithrt
zu einer stochastisch dominanten Verteilung, aber auch zn gréferen privaten Kosten
ela) des Agenten. Im second-best Fall kann der Arbeitseinsatz des Agenten nicht
kontrofliert werden, sondern ergibt sich aus seinem individuellen Rationalitdtskaliiil.
Zur Frrzielung einer besseren Motivation kann es dann vorteilhaft sein, einen
risikoaversén Agenten stirker am Frgebnis zu beteiligen. '

Der Nutzen des Agenten sei durch V{E,({ ,a}} —c(a) gegeben {additive Separierbar-
keit). Das Maximierungsprogramm ist dann um eine Anreizbedingung zu erginzen,
weil der Agent seinen Arbeitseinsatz so wihlen wird, dafl Grenzertrige 8/8a V(E,{ ,a))
und Grenzkosten ¢'{a) iibereinstisnmen®): '

Max: UF,{ ,a)) {11
¥
M.E. ViF{ a)) — cla) & vy {Telinahmebedingung)

iptikatoren & und 1

Liv) = U(F, — Vemial

S S
L)) = ¢iaj

B
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berechner, Dabei wird die Verrsuschbarkeir v
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Ableitung nach a vorausgesetzt. Mit flx,a) wird die Dichre der Verseilung F(x,a}
bezeichnet, f,{x,a) ist die partielle Ableitung der Dichte nach a. Man erhlt

™ (on®®Y e § ; Ny

DLY™ = § — miz{xpEl ,a) v (x) dFix,a) 13

0 valy 0, F ) v (0 dF(x,a)
8 N
+ v § iyl Byl ,a) v*(x) dFix,a)
= [ [~ us{zlx), Byl a)) fira) + hovily(x),F( ,a)) fx,2)
8 ,
+ = vily{x),F( a) flxa)
Ga ’

+ 1 vi{y(x),Fyl a)} fu(xa)] ¥ (x) dx

Die notwendige Bedingung DL,{y*) = 0 fiir alle y* ergibt jetzt folgende Charakteri-
sierung der optimalen Entlohnungsfunkrion:

& .
) B2 OB )

=+ + (14)

u{z(x),F( Ja))
vilylxh el al) fix,2) valy{x),F( )

Darnir ist die gesuchte Verallgemeinerung des Prmczpal -Agent- Ansatzes gegehen,
Dabei ist das bekannate Resultat von Holmstrém (1979} S. 77 als Spezialfall enthalten,
denn im Fall der Erwartungsnutzentheorie st die Nutzenfunktion ven der A eiteﬂurag
und somit auch vom Arbeitseinsatz 2 umabhingie d b es gilt 8/Ba vy [yl P 2l =
&/ba 1.1&[1{), = {], '

Fiir eine abschlieflende Interpretation ist das erzielte second-best Ergebpis noch mit
dem first-best Fall zu vergleichen. Wenn die Gleichung (14} ebenfalls implizit nach x
differeniziert wird, dann erhai‘z man nach ciner etwas Fingeren, aber elementaren
Rechnung in abkiirzender Schreibweise:

vi & i
I{J -_m}._____:..
. 4 51( f
v (x) = ﬁ (15}
\ Vi I
p T I'y + B — Ty
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wenn der Agent weniger stark an den Ergebnissch 1~cﬁ*axﬂcungen beteiligt wird. Im
Optimum kann daher nicht p < 0 gelten, weil dez Prinzipal soast durch eine geringere
Ergebnisbeteiligung eine weitere "JB szensieigerung erzielen kiinnre, ohne dafll sich
gle.ichzeizig die vom Agenten ver].angw Rmit}?z’am ¢ erhihe.

Iy Gleichune (15) sind auch v,{ , and wy{ ) positie™h), 88w Lix,a)/fixa)
elngmn  monotonen Lmelmood t‘Lzmlentcn ebentails bmf’ei als Mulll?y, Wei
speztel en Fall der Erwartingsnuezentheorie 8/8a ralylx), Bl ja)) = &da r,(y(x)) = G
oilt, folgt dann zus einem Vergleich der Gleichungen {10} und {15], daBf der Agent im
second-bes: Fall aus Motivasionsgrinden stirker an den Ergebnisschwankungen
beteiligt wird als im first-best Fall. Fine solche einfache Aussage ist aber mm im
allgemeinen Fall der differenziesharen Risikopriferenzen niche mehr méglich.

Wenn man zumindest voraussetzt, daf die Entlohnung des Agentea ¢ine monoton
steigende Funktion des Ergebnisses ist (v'{x) > 0), dann fithet ein hiberer Arbeitsein-
satz zu einer stochastisch dominanten Verteilung des Anteils des Agenten am Ergebnis
und dies wiederum aufgrund der Hypothese Il zu grofierer Ristkoaversion, d.h. die
Gitltigkeir der Hypothese T impliziert die Aussage 6/8a t4 > 0. Bei einem Vergleich der
Gleichungen (10} und (13) kana dann nicht ausgeschlossen werden, daf &/8a ry
zimmindest fiir einige x-Werte so grofl ausfiile, dafl der Agent an diesen Stellen im
second-best Fall sogar geringer als im first-best Fall am Ergebnis beteiligt ist. Die
Hypothese H wirks also tendenziell einer aus Mouvatmnsgmnden angezelgten stirke-
ren: Ergebnisbeteiligung des Agenten entgegen, was intuitiv wie folgt begtiindet werden
kann: Fine stirkere Ergebmsbeteﬂiguﬂg induriest einen hoheren Arbe*tsemsatz des
Agenten und damit eine stochastisch dominante Ergebnisverteifing, die Hﬂ;’pothese EH
besa agt aber, daf der Agent bei einer sfo-.hasti:,ch dominanten Verteilung eine grofiere
Risikapriinie ‘«erlaﬂgr

Abschliefend ist noch 7 bemerken, dafl in diesem Beitrag lediglick das Basismodel
des Principal-Agent-Theorie verallgemeinert warde. Avlﬁhgpenod;sch& Ansirze oder dic

; nicht be
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delt. 2jhchﬂz"\ reise kinnen sich ]eamb aus der Vorgehensweise dieses Beitrages auch
Anregungen fiir entsprechend weiterfithrende E(‘rrsaiﬁjgen ergeber.

Anbang: Beweis von Lemma 1

Aus der Existenz einer Jokalen Muz iy L
and aus einer Taylor-Enewicklung rﬁL } L len Nmzbn‘tl {‘L" ion nach dem erster
Aspument folgt der Reihe nach:

Y TiT Y
'~ V(F)
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Zusarnmenfassing

Dieser Beitrag prisentiert eine Verallgemeinerung der Principal-Agent-Theorie, indem cie
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Srommary

Almost 20l research i the field of arincipal-agent-theory is dope the expected wt

" 1 - . 3 el P 3 2 71. y o
framewsrk, A more general zppraach o decision saking under risk has been provided by
Maching (1982), in which the crucial indepencence a 5 78

differentiability assamption, Risk aversion <a than be described by ihe ¢ : '
utility fenction, This paper provides a corresponding generalization of the _appmach‘ of
Holmstram [1979) to principal-agent-problems. Fiest it is shown that an optimal risk ﬁl]_:}t:ﬂi'tf_\ﬂ
implies that the marginal rates of substiturion, now expressed ia terms of the “local 1_1t1l_1r§-'
function, are identical for both principal and agene. in the presence gf Mo?al Hazard, & deviation
from an optimal risk allocation is pecessary in prder ta set berier incentives. A sobition to this
problem is derived, which contains the result of Holmstzdm as a special case.

Dr. Hans Rau-Bredow, ¥norrsirafle 41, 80807 Miinchern.



